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Chapter 3 

晶 体 衍 射 

§3.1 倒格子 Reciprocal lattice  

    倒格子的概念及其应用在固体物理学中是十分重要的。在前面，我们在坐标空间里讨论

晶体结构的周期性，由此引入了坐标空间的布拉菲格子概念。实际上，晶体结构的周期性，

也可以在波矢空间里进行描述。如果前者称为正格子，后者就称为这个正格子的倒格子。这

样以来，描述一种晶体结构的周期性可以利用两种类型的格子：一种是正格子，它是晶体结

构在坐标空间的数学表现形式；一种是倒格子，它是晶体结构在波矢空间的数学表现形式。

由坐标空间变换到波矢空间，对处理周期性结构中的波动过程、X 射线衍射等问题是非常方

便的。 

3.1.1波矢空间  

   前面我们研究晶体结构的周期性，无论是采用直角坐标系还是晶胞坐标系，都是在坐标空

间里进行的。格点的位置或某点的位置都是用位矢
→

l
R 或

→r 来表示，其量值单位是“米”。晶

体结构的周期性在坐标空间里的数学形式用布拉菲格子来表示，如果把坐标空间称为“实空

间”或“正空间”，那么坐标空间里的布拉菲格子就可以称为正格子。 

在固体物理学的研究中，还需要另外一种空间形式。例如，在晶体的 X 射线衍射过程中，

晶体作为衍射光栅，X 射线通过晶体在照相底片形成一些斑点。这些斑点和晶体中的晶面族

有着一一对应的关系。对这些斑点的分布情况进行分析，就可以了解作为衍射光栅的那个晶

体的结构情况。从衍射斑点并不能直接看出晶体的结构，需要进行傅里叶变换，这里就需要

引入波矢空间的概念。另外，计算固体的能带结构和电子状态也要用到波矢空间。 

（李商隐：庄生晓梦迷蝴蝶。《庄子·齐物论》说，庄子曾梦化为蝴蝶，醒后弄不清楚是自己变成蝴蝶

了，还是蝴蝶变成庄周了。庄周先生在两个空间－－真实空间和梦幻空间－－里转化。蝴蝶成为庄周先生

在梦幻空间里的化身。） 

    波矢空间又称状态空间，在波矢空间中同样可以建立直角坐标系，三个方向的单位矢量

分别记为
→

x
k 、 →

y
k 、 →

z
k 。与坐标空间相类似，波矢空间中的矢量 →k 可以表示为

→→→→
++=

zyx
kkkk ξνμ ，其中 ),,( ξνμ 就成为波矢→k 在波矢空间中的坐标。波矢空间的长度单位

为“米-1”，是坐标空间长度单位“米”的倒数，因而又可以把波矢空间叫做坐标空间的倒易

空间或倒空间。晶体的 X射线衍射在照相底片上形成斑点的过程，其实就是晶体结构从坐标

空间变换到波矢空间的过程。因而要了解晶体结构，就需要进行上述变换的逆变换，即通过
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傅里叶变换把衍射斑点反映的信息再重新变换为晶体结构的信息，这个过程就是从波矢空间

到坐标空间的变换过程。 

3.1.2 倒格子基矢 

    晶体结构的周期性在坐标空间中的表现形式用布拉菲格子来表示，称为正格子。晶体结

构的周期性在波矢空间（即倒空间）中同样可以用布拉菲格子来表示，这样的格子称为倒格

子 Reciprocal lattice。倒格子是倒易空间中的布拉菲格子，它也是由基元在倒易空间的三个方

向重复堆积而成，这个基元就是倒格子的原胞，它是平行六面体，原胞相邻的三个边矢量称

为倒格子基矢 Reciprocal lattice vectors 。如果已知倒格子基矢，就可以作出倒格子原胞，进

而能够得到整个倒格子点阵。 

    倒格子基矢的定义――如果某晶体结构的正格子原胞的基矢为 →

1
a 、 →

2
a 、

→

3
a ，相应的倒

格子原胞的基矢为
→

1
b 、 →

2
b 、

→

3
b 。则有如下关系： 
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。                                (3.1.1) 

    利用上述公式，可以计算一些常见布拉菲格子的倒格子基矢。计算结果表明，简立方的

倒格子仍然是简立方，体心立方的倒格子是面心立方，面心立方的倒格子是体心立方，简单

六角的倒格子仍然是简单六角。总之，正格子和它的倒格子属于同一晶系，具有相同的对称

性。 

有了倒格子基矢以后，我们可以采用讨论空间点阵时的做法来确定倒易点阵中结点的位

置。选取倒格子中任一格点为原点，则倒易点阵中任一格点的位置可由下式给出： 

→→→→
++=

332211
bhbhbhK

h
 ，                           (3.1.2) 

→

h
K 称为倒格矢。因而倒格子也可以这样定义，倒格子是倒易空间中周期性分布着的由倒格矢

→

h
K 所确定的点子组成的点阵。 

 

 

附：几种晶体结构的倒格子基矢 
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a、简单立方  
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b、面心立方  
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c、体心立方   
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d、简单六角   
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3.1.3 倒格子与正格子之间的关系 

(1) 倒格子基矢和正格子原胞基矢之间的关系  

3,2,1,
0

2
2 =

≠

=

⎩
⎨
⎧

==⋅ ji
ji
ji

ba
ijji

π
πδ

rr
。     (3.1.3) 

(2) 倒格子原胞体积和正格子原胞体积之间的关系 

正格子原胞的体积： )(
321

→→→
×⋅=Ω aaa ，倒格子原胞的体积： )(

321
*

→→→
×⋅=Ω bbb ，两者之间的

关系为 3* )2( π=Ω⋅Ω 。 

(3) 倒格矢和正格矢之间的关系  

正格矢
→→→→

++=
332211

alalalR
l

和倒格矢
→→→→

++=
332211

bhbhbhK
h

之间可以通过傅里叶变换相

联系。 

由于晶体结构的周期性，晶体中某一点的性质也具有同样的周期性。设晶体中
→r 点处的

物理量为 )(
→

Γr ，则有 )()(
→→→

+Γ=Γ
l

Rrr ，把此周期函数式作傅里叶展开，有 
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∑ →→
⋅

→→
=Γ

h

rKi
h

heKFr )()( ，                                (3.1.4) 

其中傅里叶系数为 

∫
Ω

→
⋅−

→→ →→Γ
Ω

= rderKF rKi
h

h)(
1

)( 。                           (3.1.5) 

同样的，有 

∑ →→→
+⋅
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h

RrKi
hl

lheKFRr )()()( 。                          (3.1.6) 

其中傅里叶系数为 

∫
Ω

→
⋅−

→→→ →→+Γ
Ω

= rdeRrKF rKi
lh

h)(
1

)( 。                        (3.1.7) 

引入
→→→

+=
l

Rrr' ，上式化为 
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将(3.1.7)'式和(3.1.5)相比较，得到 

0]1)[( =− →→
⋅

→
lh

RKi
h

eKF 。                                  (3.1.8) 

在(31.8)中，对于所有的
→

h
K ， 0)( ≠

→

h
KF ，否则 0)( =Γ

→r ，不是我们想要的结果。因而只有 

1=→→
⋅

lh
RKie ，                                            (3.1.9) 

或者 

为整数nnRK
lh

,2π=⋅
→→

。                               (3.1.10) 

正格矢和倒格矢之间是互为傅里叶变换的关系。 

     nlhlhlhalalalbhbhbhRK
lh

ππ 2)(2)()(
332211332211332211

=++=++⋅++=⋅
→→→→→→→→

 

因此，正格矢和倒格矢恒满足(3.1.10)，反之，如果两矢量满足(3.1.10)式，而其中一个是

正格矢，则另一个必为倒格矢。 

(4) 正格子中一族晶面(h
1
h
2
h
3
)和倒格矢

→→→→
++=

332211
bhbhbhK

h
垂直。 

晶面族(h
1
h
2
h
3
)中最靠近原点的晶面 ABC在基矢 →

1
a 、→

2
a 、

→

3
a 的截距为 a

1
/h

1
、a

2
/h

2
、a

3
/h

3
，

如图 3.1.1所示。由图可知，矢量 

3311
// hahaOCOACA →→→→→

−=−= ，
3322

// hahaOCOBCB →→→→→
−=−= ， 
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都在 ABC面。因此，如果能证明： 

0=⋅
→→ CAK

h
和 0=⋅

→→ CBK
h

， 

则
→

h
K 和晶面族(h

1
h
2
h
3
)正交。事实上，因为

ijji
ba πδ2=⋅
rr

，所以 
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可以知道，晶面族(h
1
h
2
h
3
)的法线方向和倒格矢

→

h
K 方向相同。 

(5) 晶面间距公式 

图 3.1.1中的 ABC 面是晶面族(h
1
h
2
h
3
)中靠近原点最近的晶面，因此这族晶面的面间距

321
hhh

d 就等于原点到 ABC面的距离。则晶面间距为 
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=
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++⋅
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h
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K

K
h
ad π

。        (3.1.11) 

因而求晶体结构某一晶面族的面间距的问题就转化为求倒格矢的问题。  

假设
→r 为晶面(h

1
h
2
h
3
)上的任意点的位矢，则有 

图 3.1.1 晶面 ABC和倒格矢关系图 
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LL,2,1,0
|| 321

±±==⋅
→

→
→ μμ

hhh

h

h d
K

K
r ，               (3.1.12) 

称为晶面方程。该晶面应是从原点数起的第μ个晶面。 

3.1.4 二维倒格矢 

与三维情形一样，二维倒格子也由其基矢
→

1
b 、 →

2
b 确定，而 →

1
b 、 →

2
b 也是由二维坐标空间原

胞基矢
→

1
a 、 →

2
a 确定的。根据定义，有  

⎪⎭
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⎬
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Sanb
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/)(2

/)(2

1
0

2

0
21

π

π
， 

式中
→
0n 为垂直于二维平面的无量纲单位矢量， ||

21

→→→
×= aaS 为二维原胞的面积。  

二维倒格矢为  
→→→

+=
2211

bhbhK
h

。 

3.1.5 布里渊区 Brillouin zone 

布里渊区――在波矢空间中，以倒格矢
332211

→→→→
++= bhbhbhK

h
作倒格点，选取一个倒格

点作为原点，作由原点到各个倒格点连线的垂直平分面，这些平面所围成的区域就称为布里

渊区。这些垂直平分面把倒格子空间分成了许多部分，我们把从原点出发不跨过任何垂直平

分面的点的集合称为第一布里渊区，又称为简约布里渊区，它是倒空间中的 Wigner-Seitz 原

胞。从原点出发只跨过一个垂直平分面的点的集合称为第二布里渊区。从原点出发跨过两个

垂直平分面的点的集合称为第三布里渊区。第 n 布里渊区就是从原点出发跨过(n-1)个垂直平

分面的点的集合。布里渊区是固体物理学中一个重要的概念，讨论晶格振动以及电子的状态

都要在布里渊区里进行。 

这里我们首先以二维正方格子为例阐述布里渊区的特点。假设二维正方格子原胞边长为

a，则其倒格子也为正方格子，原胞边长为
a
π2
。如图 3.1.2所示，画出了二维正方格子的第一、

第二、第三布里渊区。红色的正方形区域就是第一布里渊区，它的面积为
22
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

a
π

；黄色的区

域就是第二布里渊区，它是由四块面积相等的等腰直角三角形组成，四块的面积加起来正好

等于红色正方形的面积；蓝色的区域就是第三布里渊区，它是由八块面积相等的等腰直角三

角形组成，八块的面积加起来也正好等于红色正方形的面积。以此类推，我们可以画出它的
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第四、第五布里渊区等等。 

从上面对二维正方格子布里渊区的讨论中我们可知，各个布里渊区的形状虽然不同，但

它们的体积（面积）是相同的，都等于倒格子原胞的体积。而且第二布里渊区和第三布里渊

区经过适当的平移，平移量正好是倒格矢，完全可以组合成第一布里渊区的形状，既无空隙，

也无重叠。晶格的振动状态或者晶体中电子的运动状态在各个布里渊区里的表现都是相同的，

这正是倒格子周期性的体现，因而在后面我们讨论此类问题的时候，只需关心第一布里渊区

的情况。从第一布里渊区的情况通过平移倒格矢就可以知道其它布里渊区的情况。 

图 3.1.3所示，为面心立方晶格和体心立方晶格的第一布里渊区。由图可知，面心立方第

一布里渊区是截角八面体，由 14个面围成，有八个正六边形，六个正方形，分别是从原点到

图 3.1.2 二维正方格子的布里渊区 

图 3.1.3 面心立方晶格(a)和体心立方晶格(b)的第一布里渊区 

(a) (b) 
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八个最近邻和六个次近邻倒格点的垂直平分面。它的体积为
( ) ( )33

* /24
2 aπ
π

=
Ω

=Ω 。体心立

方第一布里渊区是菱形十二面体，这十二个面是从原点到十二个最近邻的倒格点的垂直平分

面。它的体积为 ( )3* /22 aπ=Ω 。表 3.1.1和 3.1.2分别给出了面心立方晶格和体心立方晶格第

一布里渊区中的一些高对称点。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表 3.1.1 面心立方布里渊区中的高对称点 

表 3.1.2 体心立方布里渊区中的高对称点 
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§3.2 X-射线衍射 X-Ray Diffraction 

    1912年，劳厄指出，晶体中粒子周期性的排列可以作为波长与晶格周期数量级相当的 X

射线的衍射光栅，根据衍射图样就可以推断出晶体结构。1913年，布拉格父子研究 X 射线衍

射，提出了布拉格方程。X 射线结晶学迅速发展成熟，在 20世纪上半叶已经完满地解决了体

相晶体结构的测定。后来人们又相继发展了电子衍射和中子衍射方法，以及直接观察原子排

列和晶格结构的方法，如高分辨电子显微术，场离子显微术和扫描隧穿显微镜等。本节首先

对确定晶体结构的实验方法作一个一般性的介绍，之后重点讨论X 射线衍射的内容。 

3.2.1 晶体衍射的一般性介绍 

晶格的周期性特征决定了晶格可以作为波的衍射光栅，因为晶体中原子的间距的数量级

为Å，即 10-10 m，所用波的波长应小于1Å即 10-10 m。从这儿可以看出，可见光不能用于晶

体衍射中，因为可见光的波长为7.6～4.0×10-7 m，是晶体中原子间距的1000倍。而 X 射线

的波长在 10-10 m（0.1 nm）量级，与晶体中的原子间距相同，晶体可以成为 X 射线的衍射光

栅。X 射线是由被高电压 V加速了的电子，打击在靶极物质上而产生的一种电磁波。最大的

光子能量
max

νh 等于电子的能量 eV ，所以 X 射线的最短波长限 

VeV
ch 4

min

1024.1 ×
≈=λ ，                              (3.2.1) 

式中的 V 以伏为单位，波长以埃 Å为单位。在晶体衍射工作中，通常用 kV 40~V ，所产生

的 3.0~
min

λ Å。此时，X 光子的能量在 104 eV 量级，对材料的穿透深度在几个 μm 左右，从

而可以提供材料体相结构的信息。 

从量子力学中波粒二象性的基本原理出发，我们可以知道电子也具有波动性，电子束也

可以用在晶体衍射中。电子衍射是以电子束直接打在晶体上而形成的。这些电子的德布罗意

(de Broglie)波的波长 ph/=λ ，以及 eVmp =2/2 ，其中 V 是电子的加速电压。则有 

2

1

2

1

150

)2(

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
≈=

V
meV

h
λ 。                         (3.2.2) 

可见，150 V 的加速电压即能产生波长为 1 Å的电子波。电子波的能量很低，穿透能力很弱，

一般为几十埃左右，所以低能电子衍射（Low Energy Electron Diffraction ，LEED）主要用于

观察表面或薄膜的结构。 

    中子束也可以用于晶体衍射中。中子的质量约为电子质量的 2000倍，如果能量和电子束
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)
2

1
2000/1 。所以对于中子束，只需 0.1 eV 的中子，就可以

产生 1 埃的波。中子主要受原子核的散射，轻的原子，例如氢、碳对于中子的散射也很强，

所以常用来决定氢、碳在晶体中的位置。此外，中子还有磁矩，尤其适合研究磁性结构。  

3.2.2 几点假设 

   a、只考虑弹性散射的情形，即入射波和散射波的波数或波长相同； 

    b、入射束和散射束均为平行光，由于通常样品的线度和 X 射线束斑的线度同样品到 X

射线源及探测器的距离相比甚小，可以近似地这样认为； 

    c、入射的 X 射线为单色光，即入射的 X 射线为单一频率的光子。 

3.2.3 布拉格反射 

    布拉格对 X 射线在晶体中的衍射现象提出了一个简单的解释。 他把晶体点阵看成是由

一组等距离的平面点阵所组成。这族平面的面指数若为 (h
1
 h

2
 h

3
)，晶面间距为 dh。布拉格假

设入射 X 射线在晶体中被由原子组成的平行晶面所反射，反射波出现衍射峰的条件是：(a) X

射线被平行原子晶面作镜面反射；(b) 一系列平行晶面产生的反射束发生相长干涉。可以把

晶面想像成一面面镀银的镜子，每个平面只反射很少一部分 X 射线，各平面的反射线相长干

涉就会在某些方向上出现衍射峰。 

如图 3.2.1所示，一束 X 射线，入射角为 ，相邻两平面的反射线的波程差为 θsin2
h

d ，

当波程差是 X 射线波长λ的整数倍的时候，发生相长干涉，出现加强衍射峰 

为整数mmd
h

,sin2 λθ= ，                           (3.2.3) 

上式称为布拉格反射公式，m 代表衍射级次。 

    从上式来看，对于一定波长的 X 射线，衍射极大出现的方向（θ角）与晶面间距有关，

因而也就依赖于晶面族的面指数。面指数低的晶面，面间距大，对应一个小的掠射角 θ。反

之，面指数高的晶面，面间距小，对应一个大的掠射角θ。θ越大，光的透射能力就越强，反

图 3.2.1 布拉格反射示意图 
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3.2.4 劳厄方程 

劳厄把晶体对 X 射线的衍射归结为晶体内每个原子对 X 射线的弹性散射。当所有原子的

散射发生相长干涉时，便产生加强的衍射峰。显然，这与布拉格的假设不同，他没有作晶面

反射的假定。 

如图 3.2.2所示，设
0
和→S 分别为入射线和衍射线方向上的单位矢量。这里只讨论布拉

菲格子，取 O 为原点，晶格中任一点 A的位矢为
→→→→

++=
332211

alalalR
l

。 

自 A 作
→

⊥
0

SAC 及 →
⊥SAB ，从图中可以看出，波程差为 CO+OB，因

→→
⋅−=

0
SRCO

l
，

→→
⋅= SROB

l
，则衍射加强的条件为 

为整数μμλ,)(
0

=−⋅
→→→ SSR

l
。                         (3.2.4) 

此即称为劳厄方程。这是矢量的形式，包括基矢方向的三个方程。 

把劳厄方程用 X 射线的波矢来表示。因为
→→

=
00

2 Sk
λ

π
和

→→
= Sk

λ

π2
，故而 

μπμ,2)(
0
=−⋅

→→→ kkR
l

。                        (3.2.5) 

因为
→

l
R 是正格矢，依据正格矢和倒格矢的关系，可知

→→
−

0
kk 相当于倒格矢。这里从衍射

加强条件出发所得的结果同前面傅里叶变换的结果一致，其根本原因在于所讨论的衍射过程

遵守傅里叶变换关系。 

令 

为整数nKnkk
h
,

0

→→→
=− 。                             (3-2-6) 

此式是倒格子空间的衍射方程。它代表的意义是：当衍射波矢和入射波矢相差一个或几个倒

格矢时，就满足衍射加强条件。这里 n 称为衍射级数，(h
1
h
2
h
3
)是面指数，而(nh

1
nh

2
nh

3
)称为

图 3.2.2 X 射线衍射的劳厄公式示意图 
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3.2.5布拉格反射公式和劳厄方程的一致性 

(1) 布拉格平面 

习惯上，人们是利用入射波矢 来表示劳厄条件的。由于倒格子也是布拉菲格子，因而

在衍射级数 n＝1的情况下，式(3.2.6)先写成
→→→

=−
h

Kkk
0

，就有 

→→→
−=

h
Kkk

0
， 

两边平方得 

2

0

2

0
2 2

hh
KKkkk +⋅−=

→→
。 

考虑弹性散射，k＝k
0
，上式化为 

2

0 2

1
hh

KKk =⋅
→→

，                                       (3.2.6) 

或者 ||
2

1

||
0

→

→

→
→

=⋅
h

h

h K
K

K
k ，即 ||

2

1
0

0

→→→
=⋅

hh
KKk 。 

由上式可知，一旦入射波矢
→

0
k 沿倒格矢方向上的分量是

→

h
K 长度的一半时，该 X 射线波

矢的改变就一定等于倒格矢，就会产生相长干涉。这就是说，当且仅当入射波矢
→

0
k 的末端落

在波矢空间原点至倒格点连线的垂直平分面上时，就会产生相长干涉。这样的垂直平分面称

为布拉格平面。如图 3.2.3所示。 

(2) 两个条件的一致性 

布拉格反射公式是晶体衍射在坐标空间的几何图像，而劳厄方程是晶体衍射在波矢空间

中的几何图像。晶体 X 射线衍射发生相长干涉的两个判据是等价的。 

图 3.2.3 布拉格平面示意图 
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