
摘 要

广义逆矩阵的表示与计算是，1义逆理论的重要研究课题，因其埋论．卜的重要地

位和实际中的J“泛应用+直为人们所关注，近二三卜年来，国内外众多学者在这方

而做了大量：工作，得到了丰富的成果(见f1～6]等)。

区别于传统的分析扰动，J．R．Bunch和D．J．Rose在1974年首先提出了用代数扰动

的方法求勰非奇异线性方程组，随后，L，B，Rail。陈永林，季均等运用这一1方法相继

得到了ycy-Banach空间卜的线性算子。实(复)域上矩阵的{1)逆，{1，2)逆及A簧；逆

的‘系列结果。本文的第三章将麻用代数扰动的思想，首次得到L一零矩阵的(J。义)

Bott—Duffin逆矩阵及矩阵的加权Drazin逆的荇干新性质以及这两类广义逆的新表达

式。

鉴于除环在：】：程，物理等领域的重要应j_l】，本文的第四章将对广义逆在P一除环

}。所具有的众多性质加以系统整理。并且在P一除环．卜首次研究了矩阵的代数扰动理

论。

条件数是衡量矩阵对扰动敏感程度的主要指标之 ，在矩阵计算和扰动分析的研

究中发挥着重要作用，从而广受重视(见[3，32—471等)。本文的第五章将讨论Drazin逆

条件数的极小性质，绘出了Drazin逆条件数达到极小的充要条件以及此时矩阵所具

有的性质。

非负矩阵在随机过程，马氏链，数理统计中有着』’‘泛的廊朋。本文的第六章将讨

论⋯类特殊的非负矩阵。文章将从新的角度出发，在进一步的讨论中得到若T瓤性

质。

关键词：代数扰动，(加权)Drazin逆，(广义)Bott—Duffin逆，P．除环，条件数，值域

与零空间，矩阵范数，非负矩阵



ABSTRACT

The representation and calculation of generalized inverse nratriees is an important

topic in the theory of generalized inverse．Since its high value in the field of both

theotical research and practical use，many scholars have(10ne nmch research on it．(Refs：

[1—6]ete．)

In the year of 1974，J．R Bunch and D．J Rose found a new way called algebrai(-

perturbation method for solving norIsingular linear equations．After then．L，B．Rail，Y，L．

Chen and J．Ji have also done a large arnount of work on it with results in properties of

linear operator on Banach space，{1卜inverse，{l，2)一inverse axed AG．inverse of matrices．
The third charpt of this paper is going to discuss the properties and representations on

algebraic perturbation of generalized Bott—Duffin inverse and weighted Draziu inverse．

In term of the important practical applications of division ring to engineering and

physics．in the forth charpt，we give some new results in P—division ring OU algebraic

perturbation theory

Condition 11111nber is one of the most important indecies which are used to memsure

sensitation of matrix against perturhation In the fivth charpt，we obtain some propezlAes

of matrix when its condition number on Drazin inverse i8 minimal．

And finaly，we will find some properties of nonnegative matrices which having sanle

nonnegative group inverse and M—P inverse．

KEY WORD：algebra perturbation，(weighted)Drazin inverse，(generalized)Bott．
Duffin inverse，P—division ring，condition number，valued field&zero space、matrix

nornl．nonnegative matrix
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1 引 言

在生产实践和科学研究中。人们经常需要求解 类方程组：

设x，y是两个线性空间，A∈L(X，Y)，

Ax：=b z∈X，b Ey (1．1)

众所周知，若算子A可逆，贝tl(1．1)有唯一解￡=A_1b。但是在实际应用中，A往往是

不可逆的。此时(1．1)就有两种情况， ‘是方程无解，二是方程有解，但解不唯 。阕

此，方程无解时如何求“最佳近似”解以及有解但不唯一一时，那些解的性质更好就成

为了人们关注的问题。人们希望能象非奇异方程组那样，也找到菜个适当的算“r X，

使得Xb可用于表征此类方程的解集或特定解。于是，厂‘义逆便应运而生。

J。义逆的概念最早南nedholm于1903年提⋯，他给}JI了积分算子的，、义逆。1920年

，E．H Moore首次提出了矩阵，。义逆的概念。

定义1．1设A∈C7““，则4的广义逆矩阵X∈C“。”是如下方程的唯 解

AX=PR(A)，XA=R(x)

并且把X记作^f。

1933年，曾远荣(Yu Ya Tseng)将此定义推广到Hilbert空间，得到了Hilbert空问

线性算了的Tseng]。义逆，为无限维空闻的算予广义逆研究作出了重大贡献。

定义1 2[8]设玩，吼是两个Hilbert空间．A∈L(凰，H2)，D(A)为A的定义域，

如果线性算了Ag∈L(￡如．HI)满足

R(A)C D(A9)， n(A9)c D(A)

49Az=二f弓i丽。， Vz∈D(A)

AA9Y=-==斥两Y，V Y∈D(A9)

则称Ag∈L(风，H1)为A的一一个曾f“义逆，记作g．i．。

然而，在之后的数十年中，广义逆并没有qf起人们的重视。直到50年代中期，随

着J1义逆矩阵在线性方程组研究中的作用lj茄凸娃，人们列广义逆的兴趣_重新高

涨起来。1955q：，11．Peruose将四个特定矩阵疗程的难解定义为矩阵的J‘义逆，井

证叫了与Moote所定义J’义逆的等价性。



定义1．3(PeruOSej设A∈C”～，则以的J1义逆矩阵A+∈C“”。是下列方程的唯

解

AAtA=A “)

(A4’)片=AAt(3)

AtAA{=At (2)

(AtA)“=AtA(4)

Penrose的这个定义较Moore的定义更直观更易操作，甜被称为矩阵的M-P』“义

逆。Penrose的这一突破为广义逆的研究和发展开辟了广‘闹的空间。

随后，M Z．Nashed又将M—PJ。义逆的概念推广至4 Hflbert空间和Banach空问。

定义1．4(Nashed)设x，y是两个Banach空闯。A是从x到y豹线性有界算子，即

A∈B(X，y)，如存在两个连续的投影算子P：X一Ⅳ(A)及Q：Y一兄(A)。则存

在唯r的广义逆At∈L(y，x)满足

AAtA=A， AtAAt=At， AAt=Q， AtA=J—P

此井，At∈B(¨x)当且仪当露{以)闭。

近四十年来，广义逆矩阵的理论和应川得到了迅速的发展，它在数值分析，最优

化，数理统计，测量学，经济学等应用科学领域发挥着重耍的作用。在研究最小二

乘问题，长方，病态线性或非线性问题，不适定问题，回归，分布估计，马尔呵夫链

等统计问题，无约束，约束．随机规划问题，控制论和系统识别等问题中，J1义逆

都是不可缺少的研究：E具。

随着研究的深入和研究领域的拓广，人们在M—P逆的基础上又衍生出各种类型的

，“义逆，如加权M-P逆，Drazin逆，加权Drazin逆，群逆，Bott—Duffin逆和，“义Bott—

Duff：in逆等。值得一提的是，对于任意给定的矩阵A，．卜-述几种常用的广义逆均属于

A的具有指定值域鞠1零空间s的{2)一逆，即／l诌。80年代，乔三正，蔡东汉等人对
Bajlach空闻．1算子的Drazin逆傲了大量研究(【9，lo】)。此外国内抖众多学者(Nashed，

J G Sun，J．Ding，陈永林，王国荣，陈果受．薛以蟠，季均，王禾文，魏益民等)进

步研究了线性算予M—P逆，Drazin逆和群逆的扰动理论，各种形式的表示和逼近

等([11—18]等)。

定义1 5设x是Banach空问，。4∈￡(x)，则称Ⅳ为A的Drazin逆，如果存在某

个非负整数k，使得

AXA：A‘ f1“1



XAX=X (21

AX=XA f5、

满足卜述三式的最小整数≈称为A的指标，记为Ind(A)=k，特别的若Ind(A)=l，

则称X为A的群逆，记为A9。

Bott—Duffin逆可应用于电网络限制系统，以及约束方程形如：

设A∈C“”，b∈C-．L是G”的予空间。

A。+Y=b z∈L，Y∈L上 (L2)

定义1．6设A∈C““。L是G“的子空间，若(且危+既-)非奇异，则称A}：÷’=

R(A兄+兄-)-1为A关于L的Bott—Duffin逆。

本文组织如下。在第二章中，我们将介绍本文所需的相关知识。在正文的第三章

中我们将研究L一零矩阵的(广义)Bott—Duffin逆和矩阵的(加权)Drazin逆。试图通过代

数扰动的方法给出它们的若干性质和薪表示。第四章将结合环论的知识研究R除环

上矩阵的代数扰动性质。第五章将得到矩阵Drazin条件数达到极小时的充要条件．

以及与之相关的’一些结果。在第六章中将讨论具有相同非负群逆和M—P逆的非负矩

阵，得到此类矩阵的一些新性质与系数的显式表示。
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2 准备知识

本节中我们将介绍⋯些必要的准备知识。其中对”一些经典性的结果或已有的可

在文献中查阅到的结采，我们都略去证明。

首先介绍M—PJ“义逆和(广义)Bott—Dul{in逆等几种常用广义逆的性质，

引理2．1【1】矩阵A的Moore-Penrose,逆A+具有下列性质：

(1)(At)t=A：

(2)(A“)+=(At)“；

(3)At=(A“A)tA符=A“(AA“)+，

特别地，嚣A为列满秩阵，则At=∽HA)一1A“，A’A=k；

若A为行满秩矩阵，则At=A“(AA”)一1，A∥=k：

(4)R(AAt)=R(A)，R(AtA)=R(At)=R(AⅣ)；

(5)N(AAt)=N(At)=N(A8)，N(A’A)=．v(A)；

(6)AAt=PR⋯AtA=玮(^*)；
(7)rank(At)=rank(A)=rank(AA’)=rank(A’A)。

作为广义逆的麻用之V一，关于线性方程Ax=6的解有以下结果(在Euclide,范,

下)：

]1t12 2【1】设A∈C’n“，b∈G“，对任意的A(1’3’∈A{1，3)，令圣=A(1,a)b，则

lIA童一6II=。ra。cin。IIA。一6II

反之，若x∈Cn“-,满足对任意的b∈G4，都有IlA(Xb)一bll=。ra∈Gin。flax—bll成直，

则X∈A{I，3)。

引理2 3【1]设A∈C4“，b∈C“，∑是方程Ax=6的解集，对任意的A‘11部∈

A{1，4)，令±=A(1'4，6，则

俐2罂llxll
反之，嚣x∈Cn。m满足对任意的b∈C“，都有II(Xb)ll=m。。i￡nIlxll成立，则x∈

A{1，4)。

引理2 4【1]设A∈C““，6∈C”，则Atb是方程Ax=6的极小范数最小二乘

解，反之，符X∈Gn一2满足对任意的b∈C“。X6都是方程Az=b的gtd、范数最小

二：乘解，则X=：==∥。
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在引言中，我们已经简单的介绍了矩阵的Bott—Duffm逆，以下是关于Bott,一Dufi日n逆

及广义Bott—Duffin逆的～些基本性质。

可以证明，约束方程(1．2)的相容性等价于如下方程的相容性([1】)。

(APL+兄-)。=b (2．1)

且(i)是c，国的解当且仅当
T=PLz．y=PL』2=b—APLz

其中。是(2．1)的解。

对任意矩阵A和予空间L，其Bott—Duffin逆是否存在取决于(AR+P工-)的奇异

性。陈永林在119]中定义了矩阵的广义Bott—Duffinj,煎：A{"1；兄(A巳+PL-)+显然，
A}¨1总是存在的，它是Bott．DuffinL煎 自然推广。

矩阵指定值域和零空间的{2}逆是各类r义逆中具有突出地位的一类。常用的

六种广义逆：Moore-Penrose逆，加权Moore·Penrose逆，Bott-Duffin逆．(广义)Bott-

Duffin逆，Drazin逆，群逆都是具有指定值域和零空间的{2)逆。事实上，不仅是这六

类，“义逆，只要所指定的值域r和零空闻S满足一。定的条件，都能找到相对麻的广

义逆x，使得n(x)=T，N(X)=S。

引理2．5【l】设A∈c，M，子空闻Tc C”，S c Cm。dimT=s S r，dim s=

m—s，则A有满足n(x)=T，N(X)=S的{2)逆x当且仅当

此时x唯一·，记作x=A夥。

本文中还将使用到幂等矩阵及其性质。就其几何意义而亩，幂等矩阵(_P=P2)也

称为投影矩阵，它与矩阵的广义逆密切相关。在一定的意义上，幂等矩阵可以看作

是单位矩阵的推广。以下是幂等阵有关存在和表示的。些基本性质。

引理2．6【1]对任意的幂等矩阵E∈C⋯，都有冗(E)与Ⅳ(E)是互补子空问，目、
成立

E=PR(E)，Ⅳ(E)

反之。蒋己，^，是互补了空间，则存在唯。的幂等矩阵R，M，使得矗(R．Ⅱ)=L，

Jv(RM)=M。



引理2．7f1】设A∈(7““，L M是互补子空闻，则

(1)PL．MA=A当且仅当R(A)c L。

(2)APL．M=J4当且仪当M c N(A)。

此外，本文中涉及了多种矩阵范数，定义如下：

定义2．1设A∈G““，对任意的向量范数”忆称

㈣．=忙¨s⋯upl；。糌忙¨曼，$≠o 1I“¨

为山向量范数"乳导jB的矩阵范数。

易知矩阵范数是相客范数，即对任意的A∈C”“，z∈C”成立IIAzII。S lIAII。№¨。

下面是三类常用的向量范数及由其导出的矩阵范数：

设A=(o玎)∈Cm“”，z=(z1，···z。)甘∈c“

㈣一，∑：。lxjl，IIAIIt 2燃蓦吲

㈣*2盟。吼IIAII*2燎善吲
zIl2 ItAtl2=max{~／X：A是A打A的最大特征值}=p(A”A)1一

也称"忆为矩阵的谱范数。

本文的第二部分将讨论除环上的矩阵。以下楚除环的定义。

定义2．2(1)设集合(K，+，·)，关于加法(Ⅳ，十)为加法群，关于乘法(K．·)为半群

且加法和乘法满足分配律，则称K为环。

(2)设K为。环，若K还满足关于乘法有单位元，任意元素都有逆元

则称肖为除环。

易知。除环定不含零囡子。

6
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3 广义Bott—Dumn逆及加权Drazin逆的代数扰动

3．1‘有关代数扰动

代数扰动方法较早的见与[20)，其中J，R．Bunch和D．J．Rose提jI{了_ff：|代数扰动的方

法来求解非奇异线性方程组。有别丁分析扰动，在代数扰动中通常不要求扰动(如

AA，Ax)的度量性质(如lI／l-1⋯IAAII<1)，而是对其维数加以限制。’一般的，设x，

y是两个线性空间，维数为t的代数扰动算予△A∈L(X，y)可表示为
n

AA=∑％><地
'=l

其中，Ul∈¨Vl∈X+(即X的对偶空间)。Ⅱ><"表示‘‘个秩为一的线性算子：

(it><")。=“<"，z>=<u．茁>it∈y， V z∈X

则R(AA)=8pan{u1，⋯，“。)。

在这样的记弓下，一个线性方程组

的代数扰动方程组就是

Ax=Y

B"=z

其中B=A+AA，：=Y+Ay，"=z+Ax。

1979年，L．B．Rail在【21】中讨论了Banach空间中线性算予的代数扰动问题．在文

中他先后给出了A、B都非奇异以及B非奇异、以奇异两种情况下的代数扰动结果。

由于后⋯种情况是前者的推广，我们在这里只列}l；针对后者的结果。

设Banach空问X、y，且y是自反的，给定d个线性独立的泛函“：，⋯，u：∈Y+以

及。孓·一、嵋∈X+。

定理3 1 1【21】蹬A∈L(X，y)有Fredholm指标理论，且“+A=Av=o当目．仪当

it‘∈span{u*1，·，itS}C Y。，v+∈svan{v；，-．．u：)C X’，m4
n

B=A一∑码><q，J=l，2，⋯，d
J=1

可逆，且

AB一1A：：A
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即口。是A的个{l}逆。

到八，九十年代，L Kramarz、陈永林、季均等人进 步结合代数扰动理论与

『’义逆理论。得到了丰富的成果，包括【221中的A躲’逆：【71中的A{1)，h{1，2}逆；

(23]中的ZJaT‘”,S；(24J中的A{l，3}，A{1，4)逆，及对称L一零矩阵的广义Bott—Du弼n逆等

等。

3．2 L·零矩阵代数扰动的一般形式及其若干性质

作为Bott．Duffin逆的推J’，广义Bott—Duffin逆同样具有重要的理论价值和，’泛的

应用。众多学者都对此傲过相关研究。陈果良、刘国明、薛以蟠在125，26]中给出了

广义Bott-Duffin逆的性质，表示，计算和扰动分析等众多结果。作为陈永林在[19l中

定义的L一非负矩阵的推广，陈果良等在[27】中提出了L零矩阵的概念．并进⋯’步得

到了L一零矩阵的广义Bott—Duffin逆在分析扰动上的荇干结榘。本节中，我们将讨论

L一零矩阵的广义Bott．Dumn逆在代数扰动理论中所具有的性质。

定义3．2．1【19】 设A打=A∈C““。三是C”上的子空间，若A满足条件：

XHAx 2 0，V z E L，

若XHAx=0，z E L则Ax=0，

则称A为L一非负矩阵(记为L-p．S．d．)。

定义3．2．2 f27] 设A∈C““，L是C”的子空间，若满足AL n L1={o)，则称

A为L-零矩阵f记为L-zero))。

性质3．2．1设A E C””是Lq#负矩阵，则A是对称的I厂零矩阵。

证明Vt E ALnL上，即t∈AL，t∈L上。所以存在z E L，使得t=Ax。

从而32+t=一Ax=0。又因为A是L-P_8d矩阵，所以由定义3 2，1，即得￡=Ax=0，

所以A三nLl=={o)。

但反之，对称的L一零矩阵不一一定是L非负矩阵([24】)。

引理3．2．1【7】 设A∈c≯。”，B∈c嚣善⋯’，C E站=’’”4，满足

N(C)=n(m“)，月(B)_N(A”)，

令A，=』4+BC，则M非奇异，且

Af=^，一1一(_tB十，



引理3 2 2【27】设A∈C“”，

(1)A是L一零矩阵；

(2)A的，1一义Bott·Duffin逆A}弘

(3)Ⅳ(PLAPL)=N(AeL)。

L是C“卜的予空间，则以下命题等价

PL(APL+PL+)+=(PLAPr．)t；

引理3．2．3【24】设A∈C“”是对称的L一零矩阵，记X=兄·。(Ln_Ⅳ(A))，令M=

耽A＆+x，则以下命题成赢：

(1)M非奇异，且M一1∈PLAR{1，3，4)：

(2)M。兄APLM_1=(PLAPL)}；

(3)A：”1=M～一X。
结含引理3．2．1，3．2．2。即可得到k零矩阵代数扰动的般形式：

龠题3．2t设A∈C““，L是G”上的予空间，A是。零矩阵，设列满矩阵B，

G日，满足

N(C)=R(PLA8R)，R(B)=N(PLA”舷)，

令M=PLAPL+BC，则M非奇异，且

A}铁=M～一C’B+， (31)

命题3．2 2设A∈C⋯是I广非负矩阵，X如日f理3．2．3所示，令M=PLAn+x，
则M非奇异，且

⋯A(L10=M～一x。 (弛)

证明结合引理3．2．3和性质3．2．1，即得。

与(3．1)式相比，(3．2)式的形式更为简单且计算量更小(不需要计算B+和C’)。我

们很想知道作为比L-p＆d矩阵范围更广的L zEro矩阵，是否也具有类似(3．2)那样简

单的扰动形式?扶引理3．2．3看出命题3．2．2的结论对对称的L—zero矩阵成立。那么对所

有的L—zero矩阵是否都成立呢?

结合命题3．2．1，3．2 2，我们发现L-p．S．d矩阵之所以具有那样简椎的扰动形式，究

其原冈是在于可以找到矩阵B，C，不但满足命题3．2．1条件，而且同时使(B G)是正

交投影，从而有BC=CtBt，由此简化了其扰动表达式。

本节的剩余部分说明，命题3 2，2列 般的L-zero矩阵不 定成莎。

性质3 2．2设A∈C⋯1，则A是瞰A)一零矩阵。
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证明因为R(A)n R(A)1={o}，又AR(A)=R(A2)∈R(A)

所以AR(A)n兄(A)1=(o)，即AJaR(A)一zero矩阵。

f o
例3．2．1设A=f 0

I o

1 o 1
o 1|，L：冗(^)。

1
0 0／

山性质3．2．2可知，A是斤似)-zeroS_阵。设列满阵口，e“，满足

N(C)=R(A”)，R(B)=N(A“)，

尸LA危=AAfA4Af=A2Af=(i i；]。

3．3 L-零矩阵代数扰动的特殊形式

本文的上一一节对k零矩阵代数扰动的‘般形式加以了讨论。在此基础上，本节

将给如其代数扰动类似(3．2)的特殊形式存在的充要条件，以及由此得到的榷论和几

个注释。

定理3．3．1设A∈G““是L一零矩阵，L是C”上的子空间，令S=L1 0(￡n

JⅣ(A))，则以下两命题等价：

(1)M=PLAPL+B,SJ-是非奇异的，且以燃=M～～Ps．s-；
(2)宠(PLAPL)=冗(PLA圩)。

证明(1)坤(2)由(1)的条件知

B，s-=M—P6APz=M一1～A}21

所以 (M—PLAPL)(M一1一A}幺)=B，s-．

，一一K／-．4。(【Lt))一马，A瓦M一1+P。LAP。A(1_f。))=&s 0．3)

又⋯ 肘=屁。4R+艮s一：M=4}3+B s一。
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代入(3．3)式可得

B s-二：，一岛，s．A鼢一凡APLA出一PLAPLPz伊 (3_4)

因为 S=L10(LnⅣ(^))=N(APL)：，v(—FtA尸t)。

所以 冗(A出)一n(PLAH屁)=N(PLAPL)1=S1。

得到Ps,siA怂=0；PLAPLPs．s1=0。

代入(3．4)式可得

Ps，s1=PR(兄^PL)-，R(PLAPL)

从而 S—R(PLAPL)1，即得N(PLAPL)=R(PLAPL)1

所以 R(PLAPL)=N(PLAPL)1=N(APL)1=R(PLA”)。

(2)寺(1)：因为A是L-零矩阵，所以Ⅳ(RAPL)=N(APL)，

从而R(PLAH)=R(PLAH瓦)，所以

N(PLAⅣ尸L)上=R(PLAPL)=R(PLAⅣ)==R(PLA日尸L)，

得到月(B)1=Ⅳ(G)，即得R(B)毒N(C)=C“，所以可取G=B’。又【b

n(B)=N(PLA日吃))=Ⅳ(G)1=N(PLAPL)一L10(LnN(A)=S

所以BC=BBt=岛(B)，州c)=Ps,si是正交投影。

m命题3．2．1可知，M=危APL+BC=PLAPL+Ps．s-非奇异。且

M～；A{岛+(_8’)tBt=A{”)+BB+=A{岛+Ps，s-。

证毕。

推论3．3．1设A∈g⋯是。零矩阵，且值域Hermitian。L是C8上的予空闻，S，

M如定理3．3．1中所示，则M非奇异，且A出=M一一Ps，s-。
证明因为A是值域Hermitian矩阵，即R(A)=R(A日)；N(A)=N(A“)。所以

Ⅳ(PLAPL)=N(APL)==L10(LnⅣ(A))=L10(LnN(A8))=N(A”尸上)。

从面R(Pr,A”PL)=n(PLA)。又因为N(A)=N(A”)，所以dimAL=dimA”L。

rankPLAt)L=rankAPL=rankA”民一=rankPrA。

j1



即 咒(PLAPL)=R(PLA)=兄(尸LA8PL)一R(PLA“)

再由定理3 3．1即得。证毕。

注3．3．1推论3．3．1推，’了引理3．2 3的结论。

注3．3．2从文1191,可知，当A是Lp＆d矩阵时，

．Ⅳ(RAPL)=N(APL)： (3．5)

月(屁APL)=月(屁4)。 (3．6)

而当A是L—zero矩阵时，(3．5)式成立，但(3．6)式不 定成立。在A是L—zero矩阵的条

件下，(3．6)式成立的充要条件是rankAPL=rankPLA。

注3．3．3显然。由矗∽)=矗似目)可得矗(屁-境)=R(PLA”R)。反之，即使在

A是L-zero矩阵的条件下，R(兄AR)=R(PLA”PL)成立，也不～定能得到R(A)=

R(A“)。

以下例子进’。步说明了注3．3．2，3．3．3；

例s—s．t A=(：。1)，L=冗cA，。
计算得：PLAPL=A2At=o；PLA=A，所以R(最APL)≠R(PLA)；

另⋯方面，R(PLA”凫)=RAA+A日A∥={o)，所以R(PLAPL)=R(PLA“PL)，而

Ind(A)=2，所以R(A)≠R(A“)。

3．4 加W权Drazin逆的代数扰动

本节中，我们将先讨论加Ⅳ权Drazini蓥的一些性质，并在此基础，卜得到其代数

扰动式。

以下是本节中所使用的两个引理。

引理3．41[16】设A∈G”。“，W∈G”。4，Ind(AW)=k1，Ind(WA)=A2，则

有以下命题：

(1)Ad wWAW=(AW)dAW=岛似H，)kl,Ⅳ(^w灿

WAWAd．W==WA(WA)．=岛(w^)‘2,N(w^)‘2：

(2)Ⅳ■d，W=(WA)d： Ad．¨，Ⅳ=：(AW)d：

(31 1‘ank(AW)。1=rank(WA)“。



引理3．4．2【23]设A∈印”‘，L是C“h的予空间，且dimL=s(茎?1)，K是

C“I：的予空间，且dimK=”z—s，AL o K=C⋯：B∈c裟：一”是K的基，

C“∈GoP“’是L1的基．

(1)当m=n时，令T=A+BC—AP(ANKI)-，L，

(2)当m>n时，设B=(B1，B2)，B1∈暖譬”1J，

令M=(A+B1C—A最^8K1)1”B2)，

(3)当m<n时，设C=(是)，C1∈《(m一--。计“，
令N=(¨鼢乎,ALA)。

则

(1)当m=n时，丁非奇异，且AZk=T～一P(^wⅣ-h￡CtBiPK，AL；

(2)当m>n时，M非奇异，记M一1=(麓)，MI∈(嚣。”，
则AZk=M1一Pc^一Ⅳ-)-，LC*BI(B1Bi+B2或)’段，^L：

(3)当m<n时，Ⅳ非奇异，记N。=(N1，％)，N1∈(焉。”，

则^L12，)Ⅳ=Ⅳl一只^HKl)-，L(clc,+谚Q)+qmPK，^L。

性质3．4．1设A∈G”“，W∈C“”，lnd(AW)=kl，Ind(WA)=％2，则有以

下命题：

(1)Ad，W=(WAW)‰w一川㈣b；
(2)R(WA)b∈R(WAW)；N(AW)‘，三N(WAW)，

且等弓成立的充要条件是Ad，w∈WAW{1，2)。此时k=max{kl，k2}≤2。若还有W是非奇异的，则七⋯kx k2 1。

证明(1)；由引理3．4．1，R(Ad，W)=R(AW)“；Ⅳ(Ad，W)=N(WA)b。

所咀 Ad，ⅣW7A矸7Ad，W=Ad，WPnfw^)幻，N(WA)‘2=Ad，w。

从而 Ad，W=(WAW)‰w)h，^(Ⅳ^)t。。
(2)：由引理3 41，易知

R(WAWAd．W)=R(WA)“∈R(WAW)：

又因为

N(Ad wWAW)=N(AVV)h三N(WAW)。

R(WAW)∈R(WAWAd，W)#(w’AH7Adw)”’AW=WAIl’甘Ad．W∈WAW{1)。
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所以 R(WA)b=R(WAW)甘Aa，W∈WAW{1，2}。

同理 N(AW)‘1=N(WAW)讳Aa，W∈wAw7{1，2}。

此时dj fWAWAa．w)WAW=WAW，

得到(WA)(WA)dWAW=WAW，即(WA)3(wA)d=(WA)2，

所以k2≤2，同理kl S 2。≈=max{kl，k2}≤2。证毕。

结合引理3 4 2与性质3．4．1，我们得到如下定理：

定理3．4l设A∈C”。“，W∈C“”，Ind(AW)=kl’Ind(WA)=k2，

则

Ad，W—T一1一PN(aw)kl,R(^w)b C’B’尸v(wA)h，冗(Ⅳ^)‘2。

其中T=WAW玮(AW)kl,N(AW)‘i十BC，

列满矩阵B，e“分别满足

R(B)=N(WA)“；N(C)=R(AW)“。

证明令L=R(AW)“。dimL=$；K=Ⅳ(wA)“。

则dimK=dimN(WA)‘。=7n—dimR(WA)b

="l—R(AW)‘l=m—s。

又因为 WAWL=WAWR(AW)h=WAWR(AdW)

=R(WAWAa，W)=R(n7A)“，

所以WAWLoK=G”。南引理4．2，

即得T=WAW十BC一(WAW)P[(wAwUN．(Ⅳ^)乜h／t(aW)*t非奇异。

叉因为

[(WAW)8N1(1yA)b】1=【(WAW)“(N(Aa，w)1)】1=f(WAW)”R(Aa,w)+]1

=【R((WAW)“A0k)】1=N(Aa，wWAW)=』v((AI矿)h)

所以

T 2 WAW+BC一(WAW)j)Ⅳ(^Ⅳ)“，a(AW)t。

=T47AW％(AW)k1，ⅣfAwm+BC。

又易得WAWR(AW)。，=R((WAW)Aa W)=R(WA)“，

⋯性质3．4 1及日I理3．4．2即可得到

A¨y=uy肖w7)譬厶Ⅳ)*，Ⅳ(Ⅳ^)虹
=T～一P,'C(AW)kl R(AW)‘IC十B+PⅣ(wA)b、押(¨?^)“2。证毕。
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特别的，当W=邝f，山定理3 4．1即得Drazin逆的表达式。

推论3．4．1设A∈C””‘，Ind(A)=k，则Aa=T一一PN(A‘)，R(Ak)，

其中T=APR【A‘Ⅲn‘)+PⅣ(A‘ⅢA‘)。
当A是长方阵时，设A∈C⋯“(不失一般性的，．最m<72)。类似定理3．4．1的证明

可得如下定理：

推论3．4．2设A∈C”“(m<n)，W∈C“”，Ind(AW)=kl，Ind(WA)=≈2

rank(AW)‘1=s，则

Ad，w：=M1一PN(AW)ka,R(AW)klC’8托BlB；+!毛口!)’PⅣ(wA)‘2，Riw^)b，

其中 M=(wAw+B1C—wAWPN(AW)kt,R(AW)k··B2)∈C““

M一1

满足

滋)，％∈CmXn：口=(既岛)∈∥f。--8⋯，Bt叫C-⋯x(～¨；cr“∈孵“
R(B)=Ⅳ(I矿A)b；N(C)=R(AW)“。



4 P-除环上的代数扰动

卜‘章主要讨论的是实(复)数域上矩阵有关代数扰动的若干性质。但在实际问题

中，我们所获取的线性模型其元素往往不具器菜些重要的性质，如分配律，交换律。

因此，对数域之外的一些代数结构的研究，如环、除环，也被人们普遍重视。

本章的主要：【作是在P一除环上首次研究了矩阵的代数扰动理论及若下相关性质，

从而进一步扩大了代数扰动的应用范围。

4．1 广义逆在P-除环上的若千性质

除环在量子力学等学科中有着广泛的应用。因丽，除环上的矩阵也成为了矩阵

研究中的重要课题。众多学者(曹重光，庄瓦金等)已在此领域傲多不少。l，作，得到了

丰富的结果(f28—31)等)。本节将在已有结果的基础上，对P一除环上矩阵的』‘义逆性

质做，若干更为细致的讨论。

首先列出P一除环的定义．这在众多环论教材上都可我到。

定义4，1．1称十：X—，X+是空间X上的对合反自向构映射，若+满足：

Vz，茁1，X2∈X，(∞+)+=z；(XIZ2)‘=z；z；。

定义4．1．2称集合11为P一除环，若r满足：

《a)r是一除环。

(b)存在F上的一个对合反自弼构}：8一a+，使对11中的任意5个非零元素

nl，a2，⋯，钆恒满足￡：l啦n：≠0。

本文中都以r表示带对含反自同构}的P，除环。以K表示除环，R，(且)表示I、．I矩

阵的右(左)值域，Ⅳr(M)衷示右(左)零空问。

引理41．1 1281设A∈K“”，则

(a)存在X∈K““，满足方程AXA=A；xAY=X。

(b)若存在K上的一个对合反自同构+，则存在唯一的X∈Ⅳ⋯“，满足方程

AXA=A：xAx=X；(AX)+=AX；(XA)+=xA的充要条件是

rank(AA+)一rank(A+A)=，’ank(A)，此时记X—At。

引理4{2 i311设A∈r““，则rank(AA+)=二rank(A8n)=rank(A)。



推论4 1 1设A∈厂⋯，则A的{q， ，乱)一逆存在，il

且At唯 。

引理4．1．3 f311设T，工分别是设P上的行满和列满矩阵，则TT’，PL都非奇异。

引理4．1 4设A是r上的n×n阶满秩矩阵，则A。唯存在，且满足等式

AA一1=A一1A=，。

证明当n=in,i，设A=(a)，a E F，因为A满秩，所以a≠0，又r是除环．所

以存在a一1∈F，满足aao=a-1a=1。

当n=☆时，设Ak满秩，有J4i1唯一存在，且Ak4i1：AilA=，成立。

当n：％+1时，设Ak+1：f Ak。‘1，其中。k∈r‘×1，k∈rlxk，c∈r。
＼bk c／

(：：)=(。。冬。。1)(A0‘：)(：Ak--。1毗)垒乃。而‘死
因为Ak+l满秩，所以￡=c—bk≮1嗽≠0

令磊=(一bk氏Ai。：)，竞=(等1。一0。)，磊=(：一4i1。‘)
令T=磊磊．于l，易验证：雹=玎1，且f：置一正旌=，，i=1，2，3，所以得到：

丁=A矗l，且TAk+l=A}+1T=^+1。易知T满足M—P逆的四个方程·由M—P逆的

I性+性可知，T=A未1唯一。

HI归纳法，得证。

应行i】引理4．1 3，4．1．4，即得如下推论：

推论4．1 2设A，B是r上的满秩矩阵，则(AB)。=B。A～。

推论4．1 3设T∈畦”1，L∈聪“，则TT+=丘，L’L=^。

引理4．1．5设A∈K?“，则存在H∈K?”。五∈群“，使得A=：HL。

证明内【28】可知VA∈卵“，存在非奇异矩阵P，Q使得

PA。=(：：)=(：)(‘。)
令H=P(。0)，L=(‘。)Q。1即得。



4．2 P一除环上矩阵{1)-逆的代数扰动

本节将给出方阵及长方阵的{1)一逆在P一除环上所具有的代数扰动性质。

引理4．2．1 f291设A∈K““，B∈K“。，则有

(a)．R，(AB)=R，(月)的充要条件是rank(AB)=rank(A)，

(b)M(AB)=Ⅳr(口)的充要条件是rank(AB)=rank(B)。

引理4．2．2【30]设E∈K““为幂等阵，则R，(E)oⅣr(E)=K“，E=PR，(E)，M(E)。

反之，若LoM=K“，其中L，K都是K“的右子空间，则必存在幂等阵PL．M，使

得丑，(PL，M)-L，Ⅳr(兄，M)=M。

下而给出本节的主要定理。

定理4．2．1设A∈P“，B∈r扎“，C’E rⅡ“，令M=A+BC，则M非奇异，

且M。∈A{1}的充要条件是

月，(A)oR，(B)=F“，ⅣT(A)oⅣT(G)=F”。

若上述条件成立，则

AM一1=—P≈(A，，研(占j，M一1A=jk(。，Ⅳr¨，，M一1A朋‘一1=且是笛)，疗r(BJ。

证明(必要性)因为M可逆，且M一1∈A{1)，所以AM～，M。A都跫幂等矩

阵。由引理4．2．2，得到

R，(AM-1)o N，(AM_1)=F”，R，(M-1A)o Nr(M。A)=P。

由引理4．2．1，得到R，(AM-1)=R，∽)，M(M_1A)=Ⅳt(A)。

由M=A+BC，得到兄“：R，(^z)=冗，(A 4-BC)∈R，(A)+R，(_日)，

所以R，(A)+R，(B)=F“。且rank(B)≥n—r。叉因为M一1∈A{1)，

所以Aw-1M=AM_1(A十BC)=A+AM～BC。进而AM。BC=0。

山推论4．1 3得到AM一1B=AM～BCC*=0。

所以R，(B)∈珥(AM_1)==MⅣr∽)，又因为dimM坼(4)=n～r，

所以rank(B)S n—r。从而得到珥(A)o B(B)=r”。

另方i斫，同理可得M(／1)+^I(G)=p。

W为”-1存在，所以|Ⅳ1(A4-BC)=川(^，)={{))，

进而Ⅳr(A)nM(G)∈Ⅳr(A4-BC)={O)。即坼(A)0以((1)=【’n

】H



(充分性) 由引理4．1．5，A在r卜有满秩分解

A=FG，F∈r：。’，G∈r：“”。

由充分性条件得到R，(F)o R，旧)=p；Ⅳr((；)o坼(G)=P。

所以有cF，B，及(善)是非奇异的。所以M=c￡B，(詈)也非奇异，

M～=[cF，口，(三)]～=(善)～c F，曰，一1

设cF口，一1=(兰)。则易知户F=，，雪B=，，户B=。，雪F=。。
设(蓦)～=e。，。，，也得丑}G。=，，c。=，，Ge=。，e。=。。所以
AM。1A=FGc。，。，(耋)FG=F(I,O)(：)G=FG=A

即M。∈A{1}。

菪．}述等价条件成参，则有N，．(AM_1)=矗。(8)；露(M-1A)=Ⅳr(e)。

再J士|引理4．2．2即得

AM～=岛，(A)，坼(昂)，M～A=P』vr(c)，Ⅳr(^)，M一1AM～拳。A．(脾la【G))，R，(8)。

定理4．2．1讨论的是鼢方阵，下雨我们将考虑长方阵的情况。
引理4．2 3设p的两个右子空间L，M满足dimL+dimM=n，U，V是梦IJ满

秩矩阵，满足R，(矿)=L，研(V)=M，则LoM=p的充要条件是R．M∽1+

砌，Ⅳ．(v·)是非奇异的。

证明类似f29，；l理9】可得。

定理4．2 2设A∈r?“，B∈r?“，C∈11熄!：’“，
f：1)当"1>nI忖，设B；(B】，B2)，B1∈rZ裂!絮1一⋯)，



令M=(A+_B1C，B2)，

㈣⋯州⋯=㈨m曙”刚=(‘47)o
则

(a)N m>nn,t,廊非奇异，若记府。=(篆)，M，∈rn。m，
有—Ⅵ∈A(1)。

(b)当m<n时，Ⅳ非奇异，若记N～=(Ⅳt，Ⅳ2)，Ⅳ1∈P=⋯，

有Ⅳi∈A{1)。

成立的充要条件是R，∽)o R，(B)=F“，Ⅳr(^)o肌(c)=F”。

H。
Ⅳr(脚

所以Ⅳr(A)oⅣr(c)=兄”等价于珥(^)oⅣr(G)=F“。又}11

R，。。。肌。昏，十R，。舢，坼。-．，=(BB’：AA+芝。)
=卜。Ⅳr(∽≯m∽’￡。)

所以，巳，(觇Ⅳr(§。)+％，(^)，坼(^-)与PR，(B)，坼(F)+PR，(A)，Ⅳr(A·)具有相同的奇异性。

出引理4．2．3，当direR，(西)+dimR，(A)=n时，

是，(宣)o置，(A)=r“甘足，《鸯)．．+j≮(^)．．非奇异。

同样由引N4．2．3，当direr，(B)+dimR，(A)=m时，

R，(口)0 JR，(A)=冗仇车}—％，(B)，+凸．(^)非奇异。

另方而，因为A=(：)⋯，西=B厶0一。)⋯。
所以dimR，(雪)+dzmR，(A)=n等价r dimR，(B)+direr，(A)=m。
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从而有风(亩)o R，(A)=F”1-亭'ifl'T R，(B)e R，(A)=r⋯。

山定理4．2．1可知Ⅳ一1∈A{1)，所以

AⅣ一1A=(：)c肌，飓，(：)=(AN。1A)
即ANIA=A，NI∈A{1}。

㈠

4．3 P．除环上矩阵A毁一逆的代数扰动

由广义逆理论可知，$111的特殊广义逆，如：M—P逆，群逆，Drazin逆都是给定

值域和零空间的{2，一逆，即A笋；一逆。【23]中讨论了A簧§一逆的代数扰动。本节中，我
们将结果推广到P-除环上。

引理4．3．1【30]设A∈r7“，T，s分别是P，r”一I二的右予空间t则A鬟§。逆唯’。

存在的充耍条件为

AToS=r”，dimT=s，dims=m—s，0≤s S r。

Lb引N4．1．4，4．2．2，以及推论4．1．2，4．1．3，类似[30]oP的证明，可知下丽两个引理

在P一除环上也成立。

引理4．3．2设A∈r孔“，L，K是p的右子空同，dimL=sS r。dimK=，p。s，

ALoK=Fn，B，C·∈畿：≯”)，满足岛(B)=K，Ⅳr(G)=L，设E是任意满足

Eo L一咒“的右子空问，令T=A+BC—A％，L，

则T≯虢⋯⋯(麓。警)。
引理4 3 3设分块矩阵f A11 A12 1是rt的满秩阵，则其逆矩阵为

＼A21 A船／

f Aii。 一A矗zA-。A丢 1，
I—A爿A2lA矗2 A丢+A才A2lA矗2A12Ail／

其中All，2==A1l—At2A矗A2【。



定理4．3 1设A∈r?“”，L，K分别是P”，r”li的右了空问，且dimL=-==8<r

dimK=7n一8，AL o K=rm， B∈r：三r一引，C+∈r：：：⋯’，满足R，(B)=K

M(e)=L，设E是任意满足EoL=P的右丫空问。

(a)当m=砧时，令丁=4+BC—APE，L，则4Zk=T一1一PE,LCr’日’玖，A￡。

(b)当m>刑对，设B=(Bl，B2)，Bl∈r：等”“，

令M=(A+B1C—A珏山z毛)，则M非奇异，且设

∥=㈦⋯曙“∥=㈡趣幽胁
则有A：}：k=Ml—BE，LCtBl忍．AL。

cc，当m<n时，设口5(芝)·q∈r罂二曲n，
⋯rB芝慨m卜啡棉且设＼ Q ，

Ⅳ～=(N1，Ⅳ。)，Ⅳ1∈r=“，et=(0。，e|)，0l∈R￡6’。“

则有A譬k=Ⅳ。一如．L0。口+既．^L。

证明(a)当m=n时，由引理4．3．2，4．3．3可知

㈠)_(B芑。 f(A‰+如，LC*B|fPKm)一l+1
I + ，J

得到T=(A譬k+％，LGfB+既，AL)～，即AZk=?一1一危，LctBtpN，^L。
(b)当，n>n时，令

^=cA，。，”t×t”，。=C五二。)⋯，
所以得到Ⅳr(e)=￡。

设el，．，e。。∈Fn，E=R，(feh．．，e⋯】)

￡=㈣
1

z∈L，0∈R(⋯)l
J

o=1．⋯．n一8，

，m—s是第j个分量为l的中位向量，雪=R，啦hJ⋯#一。])
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