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一、综合题

1．已知点 O是四边形 ABCD内一点，AB=BC，OD=OC，∠ABC=∠DOC=α．

（1）如图 1，α=60°，探究线段 AD与 OB的数量关系，并加以证明；

（2）如图 2，α=120°，探究线段 AD与 OB的数量关系，并说明理由；

（3）结合上面的活动经验探究，请直接写出如图 3中线段 AD与 OB的数量关系为

（直接写出答案）

2．

（1）【问题呈现】

如图 1，△ ���和△ ���都是等边三角形，连接��，��．求证：�� = ��．

（2）【类比探究】

如图 2，△ ���和△ ���都是等腰直角三角形，∠��� = ∠��� = 90°．连接��，��．请直接写出��
��

的值．

（3）【拓展提升】

如图 3，△ ���和△ ���都是直角三角形，∠��� = ∠��� = 90°，且��
�� =

��
�� =

3
4．连接��，��．延

长��交��于点 F，交��于点 G．求 sin∠���的值．

3．某校数学兴趣学习小组在一次活动中，对一些特殊几何图形具有的性质进行了如下探究：



（1）发现问题：如图 1，在等腰△ ���中，�� = ��，点�是边��上任意一点，连接��，以��

为腰作等腰△ ���，使�� = ��，∠��� = ∠���，连接��．求证：∠��� = ∠���．

（2）类比探究：如图 2，在等腰△ ���中，∠� = 30°，�� = ��，�� = 8，点�是边��上任意一

点，以��为腰作等腰△ ���，使�� = ��，∠��� = ∠�．在点�运动过程中，��是否存在最小值？

若存在，求出最小值，若不存在，请说明理由．

（3）拓展应用：如图 3，在正方形����中，点�是边��上一点，以��为边作正方形����，�是

正方形����的中心，连接��．若正方形����的边长为 8，�� = 3 2，求△ ���的面积．

4．（1）【探究发现】如图，在正方形����中，E为��边上一点，将△ ���沿 BE翻折得到△ ���，延

长��交��边于点 G.求证：△ ��� ≅△ ���；

（2）【类比迁移】如图，在矩形����中，E为��边上一点，且�� = 8，�� = 6，将△ ���沿��

翻折得到△ ���，延长��交��边于点 G，延长��交��边于点 H，且�� = ��，求��的长；

（3）【实践创新】如图，�� △ ���为等腰三角形，∠��� = 90°，O为斜边��的中点， M，N为线

段��上的动点，且满足∠��� = 45°，设∠��� = �，∠��� = �，�� = 2，证明：tan(� + �) =

tan�+tan�
1−tan�⋅tan�.



5．

（1）【操作发现】

如图 1，点M是△ ���中��边的中点．

请你用圆规和无刻度的直尺过点M作��的平行线��，交��于点 N；

（2）在（1）的条件下，线段��与��的数量关系是 ；

（3）【类比探究】

如图 2，线段．．��与射线．．��有公共端点 A，请你用圆规和无刻度的直尺在线段��上作一个点 N，使

��
�� = 2

3．

6．【课本再现】黄金分割是一种最能引起美感的分割比例，具有严格的比例性、艺术性、和谐性，蕴

藏着丰富的美学价值．我们知道：如图 1，如果��
�� =

��
��，那么称点�为线段��的黄金分割点．



（1）【问题发现】如图 1，请直接写出��与��的比值是 ；

（2）【尺规作黄金分割点】如图 2，在�� △ ���中，∠� = 90°，�� = 1，�� = 2，则�� = ，

在��上截取�� = ��，则�� = ，在��上截取�� = ��，则��
��的值为 ；

（3）【问题解决】如图 3，用边长为 4的正方形纸片进行如下操作：对折正方形����得折痕��，

连接��，点�对应点�，得折痕��，试说明：�是��的黄金分割点；

（4）【拓展延伸】如图 4，正方形����中，�为对角线��上一点，点�在边��上，且�� < ��，

当�为��的黄金分割点时，∠��� = ∠���，连��，延长��交��于�，请用相似的知识求出��：��

的值为 ．

7．综合与实践：

问题情境：如图 1，在正方形����中，点 E是对角线��上一点，连接��，过点 E分别作��，��

的垂线，分别交直线��，��于点 F，G．试猜想线段��和��的数量关系并加以证明．

（1）数学思考：

请解答上述问题；

（2）问题解决：

如图 2，在图 1的条件下，将“正方形����”改为“矩形����”，其他条件不变．若�� = 2，�� = 3，



求��
��的值；

（3）问题拓展：

在（2）的条件下，当点 E为��的中点时，请直接写出△ ���的面积．

8．

（1）课本再现

如图 1，在�� △ ���和�� △ �′�′�′中，∠� = 90°，∠�′ = 90°，
��
�′�′

= ��
�′�′

，

求证：�� △ ��� ∽ �� △ �′�′�′．我们在数学课上探索这一结论时进行了分析：要证�� △ ��� ∽ �� △

�′�′�′，可设法证
��
�′�′

= ��
�′�′

= ��
�′�′

，若设
��
�′�′

= ��
�′�′

= �，则只需证
��
�′�′

= �．

请你根据以上分析，完成证明．

（2）知识应用

如图 2，在四边形����中，∠� = ∠��� = 90°，��2 = ��·��，��
�� = 3

2，求∠�的度数．

9．B，C是⊙O上的两个定点，A是圆上的动点，0° < ∠��� < 90°，�� ∥ ��，�� ∥ ��.



（1）如图 1，如果△ ���是等边三角形，求证��是⊙O的切线；

（2）如图 2，如果 60° < ∠��� < 90°，��，��分别交⊙O于 E，F，研究五边形�����的性质；

①探索��、��和��的数量关系，并证明你的结论；

②如图 3，若⊙O的半径为 6，∠��� = 75°，求边��的长；

③若�� = �，�� = �，直接写出��，��的数量关系.

10．综合与探究

问题情境：

数学活动课上，老师给出如下基础模型：如图①，已知�� △ ���，∠��� = 90°，过点 C任作一条

直线 l（不与��、��重合），过点 A作�� ⊥ �于点 D，过点 B作�� ⊥ �于点 E，当点 A、B在直线 l

同侧时，易证△ ��� ∽△ ���（下列解题可直接用此结论）．

（1）如图②，当点 A、B在直线 l异侧时，求证：△ ��� ∽△ ���．

（2）模型应用：在平面直角坐标系中，已知直线 l：� = �� − 4�（k为常数，� ≠ 0）与 x轴交于

点 A，与 y轴的负半轴交于点 B，以 AB为边、B为直角顶点作直角三角形���且 tan∠��� = 2．若



直线 l经过点(2，− 3)，当点 C在第三象限时，点 C的坐标为 ．

（3）若点 D是函数� = 2�(� < 0)图象上的点，且�� ∥ �轴，当点 C在第四象限时，连接��交 y

轴于点 E，求点 C、D的坐标（用含 k的式子表示）及��的长．

11．课本再现

如图 1，在等边△ ���中，�为边��上一点，�为��上一点，且�� = ��，连接��与��相交于点�．

（1）��与��的数量关系是 ，��与��构成的锐角夹角∠���的度数是 ．

（2）深入探究：将图 1中的��延长至点�，使�� = ��，连接��，��，如图 2所示．求证：��

平分∠���．（第一问的结论，本问可直接使用）

（3）迁移应用：如图 3，在等腰△ ���中，�� = ��，�，�分别是边��，��上的点，��与��相

交于点�．若∠��� = ∠���，且�� = 3��，求��
��的值．

12．矩形 ABCD中，��
��＝

�
2（k＞1），点 E是边 BC的中点，连接 AE，过点 E作 AE的垂线 EF，与

矩形的外角平分线 CF交于点 F．



（1）【特例证明】如图（1），当 k＝2时，求证：AE＝EF；

小明不完整的证明过程如下，请你帮他补充完整．

证明：如图，在 BA上截取 BH＝BE，连接 EH．

∵k＝2，

∴AB＝BC．

∵∠B＝90°，BH＝BE，

∴∠1＝∠2＝45°，

∴∠AHE＝180°-∠1＝135°．

∵CF平分∠DCG，∠DCG＝90°，

∴∠3＝1
2∠DCG＝45°．

∴∠ECF＝∠3+∠4＝135°．

∴……

（只需在答题卡对应区域写出剩余证明过程）

（2）【类比探究】如图（2），当 k≠2时，求��
��的值（用含 k的式子表示）；

（3）【拓展运用】如图（3），当 k＝3时，P为边 CD上一点，连接 AP，PF，∠PAE＝45°，�� = 5，

求 BC的长．

13．回顾：用数学的思维思考



（1）如图 1，在△ABC中，AB＝AC．

①BD，CE是△ABC的角平分线．求证：BD＝CE．

②点 D，E分别是边 AC，AB的中点，连接 BD，CE．求证：BD＝CE．

（从①②两题中选择一题加以证明）

（2）猜想：用数学的眼光观察

经过做题反思，小明同学认为：在△ABC中，AB＝AC，D为边 AC上一动点（不与点 A，C重合）．对

于点 D在边 AC上的任意位置，在另一边 AB上总能找到一个与其对应的点 E，使得 BD＝CE．进而

提出问题：若点 D，E分别运动到边 AC，AB的延长线上，BD与 CE还相等吗？请解决下面的问题：

如图 2，在△ABC中，AB＝AC，点 D，E分别在边 AC，AB的延长线上，请添加一个条件（不再

添加新的字母），使得 BD＝CE，并证明．

（3）探究：用数学的语言表达

如图 3，在△ABC中，AB＝AC＝2，∠A＝36°，E为边 AB上任意一点（不与点 A，B重合），F

为边 AC延长线上一点．判断 BF与 CE能否相等．若能，求 CF的取值范围；若不能，说明理由．

14．如图

问题提出：如图（1），△ ���中，�� = ��，�是��的中点，延长��至点�，使�� = ��，延长��

交��于点�，探究��
��的值.

（1）问题探究：

先将问题特殊化.如图（2），当∠��� = 60°时，直接写出��
��的值；



（2）再探究一般情形.如图（1），证明（1）中的结论仍然成立.

（3）问题拓展：

如图（3），在△ ���中，�� = ��，�是��的中点，�是边��上一点，��
�� =

1
� (� < 2)，延长��至点�，

使�� = ��，延长��交��于点�.直接写出��
��的值（用含�的式子表示）.

15．如图

（1）（问题发现）

如图 1，在 Rt△ABC中，AB＝AC，D为 BC边上一点（不与点 B、C重合）将线段 AD绕点 A顺

时针旋转 90°得到 AE，连结 EC，则线段 BD与 CE的数量关系是 ，位置关系是 ；

（2）（探究证明）

如图 2，在 Rt△ABC和 Rt△ADE中，AB＝AC，AD＝AE，将△ADE绕点 A旋转，当点 C，D，E

在同一直线时，BD与 CE具有怎样的位置关系，并说明理由；

（3）（拓展延伸）

如图 3，在 Rt△BCD中，∠BCD＝90°，BC＝2CD＝4，将△ACD绕顺时针旋转，点 C对应点 E，

设旋转角∠CAE为α（0°＜α＜360°），当点 C，D，E在同一直线时，画出图形，并求出线段 BE的长

度．



答案解析部分

1．【答案】（1）解：AD=OB，

如图 1，连接 AC，

∵AB=BC，OD=OC，∠ABC=∠DOC=60°，

∴△ABC与△COD是等边三角形，

∴∠ACB=∠DCO=60°，

∴∠ACD=∠BCO，

在△ACD与△BCO中，

�� = ��
∠��� = ∠���

�� = ��
，

∴△ACD≌△BCO，

∴AD=OB；

（2）解：AD= 3OB；

如图 2，连接 AC，过 B作 BF⊥AC于 F，

∵AB=BC，OD=OC，∠ABC=∠DOC=120°，

∴∠ACB=∠DCO=30°，△ ��� ∽△ ���，

∴∠ACD=∠BCO，��
�� =

��
��，

∴△ACD∽△BCO，



∴��
�� = ��

�� ，

∵∠CFB=90°，

∴��
�� =

2��
�� =2sin60°= 3，

∴AD= 3OB；

（3）AD=2sin�2OB．

2．【答案】（1）证明：∵△ ���和△ ���都是等边三角形，

∴ �� = ��，�� = ��，∠��� = ∠��� = 60°，

∴ ∠��� − ∠��� = ∠��� − ∠���，即∠��� = ∠���

∴ ���� ≌ ����(���)

∴ �� = ��

（2）解：∵△ ���和△ ���都是等腰直角三角形，∠��� = ∠��� = 90°，�� = ��，�� = ��

∴ �� = ��2 + ��2 = 2��，�� = ��2 + ��2 = 2��，

∴
��
�� =

2��
2��

=
��
��

∵ ∠��� = ∠��� = 45°，

∠��� −∠��� = ∠��� − ∠���，即∠��� = ∠���

∴△ ��� ∽△ ���，

∴ ��
�� = ��

�� = ��
2��

= 2
2 ；

（3）解： ∵△ ���和△ ���都是直角三角形，∠��� = ∠��� = 90°，且��
�� =

��
�� =

3
4，

∴△ ��� ∽△ ���，

∴ ∠��� = ∠���，��
�� = ��

��

∴ ∠��� − ∠��� = ∠��� − ∠���，即∠��� = ∠���，

∴△ ��� ∽△ ���，

∴ ∠��� = ∠���，

∵ ∠��� = ∠���，

∴ ∠��� = ∠���，

∴ sin∠��� = sin∠��� = ��
��，



设�� = 3�，�� = 4�，则�� = ��2 + ��2 = (3�)2 + (4�)2 = 5�，

∴ sin∠��� =
��
�� =

4�
5� =

4
5

3．【答案】（1）证明：∵∠��� = ∠���，

∴∠��� − ∠��� = ∠��� −∠���，即∠��� = ∠���，

∵�� = ��，�� = ��，

∴△ ��� ≌△ ���(���)，

∴∠��� = ∠���．

（2）解：��存在最小值，理由如下：

∵�� = ��，�� = ��，∠��� = ∠�，

∴∠��� = ∠� = 1
2 (180° − ∠�)，∠��� = ∠� = 1

2 (180° − ∠���)，

∴∠��� = ∠� = ∠��� = ∠�，

∴△ ��� ∽△ ���，

如图所示，连接��，过点�作��′ ⊥ ��延长线于点�′，根据点到直线的垂线段最短可知，当点�与�′

重合时，即��′ ⊥ ��′时，��最小，最小值为��′，

∵△ ��� ∽△ ���，

∴��
�� = ��

�� ，∠��� = ∠���，

∴∠��� − ∠��� = ∠��� −∠���，即∠��� = ∠���，

∴△ ��� ∽△ ���，

∴∠��� = ∠� = 30°，

在�� △ ���中，∠��� = 30°，�� = 1
2�� =

1
2 × 8 = 4，

∴��存在最小值，最小值为 4．

（3）解：如图所示，连接��，��，过�作�� ⊥ ��于�，



∵�为正方形����的中心，

∴�� = ��，∠��� = 90°，即△���是等腰直角三角形，

∵四边形����为正方形，

∴�� = ��，∠��� = 90°，

∴∠��� + ∠��� = ∠��� + ∠��� = 45°，

∴∠��� = ∠���，

∵��
�� = ��

�� = 2，

∴△ ��� ∽△ ���，

∴∠��� = ∠��� = 45°，�� = 2�� = 6，

设�� = �，则�� = � + 6，

∵�� = 8，

∴由勾股定理得：�2 + (� + 6)2 = 82，解得：� = 23 − 3或� =− 23 − 3（舍），

∴�� = 23 − 3 + 6 = 23 + 3，在�� △ ���中，�� = �� = 3，

∴△ ���的面积为1
2 × ( 23 + 3) × 3 = 3 23+9

2 ．

4．【答案】（1）证明：由翻折的性质以及正方形的性质可得，�� = �� = ��，∠��� = ∠� = 90°，

∴∠��� = 90° = ∠�，

在�� △ ���和�� △ ���中，

∵
�� = ��
�� = ��，

∴�� △ ��� ≌ �� △ ���(��)，

∴△ ��� ≌△ ���；

（2）解：如图，延长��，��交于点 Q，



设�� = �� = �，则�� = 6 + �，

在�� △ ���中，由勾股定理得，��2 + ��2 = ��2，即82 + �2 = (6+ �)2，解得� = 7
3，

∴�� = �� − �� = 11
3，

∵∠��� = ∠� = 90°，∠��� = ∠���，

∴△ ��� ∽△ ���，

∴
��
�� = ��

��，即 ��
8+�� =

11
3
6
，解得�� = 88

7 ，

在�� △ ���中，由勾股定理得，�� = ��2 +��2 = 275
21，

∴�� = �� + �� = 7
3 +

275
21 = 108

7 ，

∵∠��� = ∠��� = 90°，∠��� = ∠���，

∴△ ��� ∽△ ���，

∴
��
�� = ��

��，即
11
3
�� =

88
7
108
7
，解得�� = 9

2，

∴�� = �� = 9
2，

∴��的长为9
2；

（3）证明：∵�� △ ���为等腰三角形，∠��� = 90°，O为斜边��的中点，

∴∠� = ∠��� = 45°，�� = �� = ��，

如图，将△ ���绕 B点顺时针旋转 90°得到△ ���′，连接��′，��′，

由旋转的性质可得△ ��� ≌△ ���′，�� = ��′，�� = ��′，∠���′ = ∠��� = 45°，∠���′ = 90°，



∵∠��� = 45°，

∴∠�′�� = 45°，

在△���和△�′��中，

∵
�� = ��′

∠��� = ∠�′��
�� = ��

，

∴△��� ≌△�′��(���)，

∴�� = �′� = ��+ ��，

∵∠��� = 45°，∠��� = �，∠��� = �，�� = 2，

∴�� = �� ⋅ cos45° = 1，tan(� + �) = tan45° = 1，tan� = ��
�� = ��，tan� = ��

�� = ��，tan� +

tan� = ��+ ��，tan� ⋅ tan� = �� ⋅ ��，

∵∠���′ + ∠��� = 90°，

∴在�� △ ���′中，由勾股定理得�′�2 = ��′2 + ��2，

即�′�2 = ��2 + ��2 = (1 − ��)2 + (1 − ��)2

= 2 − 2(��+ ��) + ��2 + ��2

= 2 − 2(�� + ��) + (��+ ��)2 − 2�� ⋅ ��

= 2 − 2�′�+�′�2 − 2�� ⋅ ��

∴1 − �� ⋅ �� = �′�，

∴ tan�+tan�
1−tan�⋅tan� =

��+��
1−��⋅�� = �′�

�′�
= 1 = tan(� + �)，

∴tan(� + �) = tan�+tan�
1−tan�⋅tan�.

5．【答案】（1）解：过点M作∠��� = ∠���，��交��于点 N，则�� ∥ ��，如图所示：

（2）AB=2AN

（3）解：圆规取适当长度，在射线��上依次截取�� = �� = ��，过点 E作∠��� = ∠���，��交��
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